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RESUME

Sur un systeme d'équations simultanées. — L’auteur reprend 1’étude du sys-
teme d’équations simultanées qui, géométriquement, représente l’intersection de
trois cylindres paralleles aux axes de coordonnées et ayant l'origine comme cen-
tre commun. Apres avoir démontré que la recherche purement algébrique des
valeurs de z, y et z ne dépend que d’une équation de 3¢ degré, il considere des
cas particuliers qu’il intérprete, géométriquement, en géométrie euclidienne ; puis
il étend cette interprétation anx géométries non euclidiennes. Il fait voir que le
probleme de Malfatti, consistant & déterminer trois cercles deux a deux tangents,
et dont chacun touche deux cotés d’un triangle, rentre dans un de ces cas parti-
culiers. D’autres cas spéciaux sont également traités d’une maniere peut-étre
nouvelle : un de ces cas admet une solution aun moyen de coefficients indéterminés
ou par 1’usage de fonctions hyperboliques. Un des résnltats est appliqué a une
@énéralisation d’un théoreme de Steiner.

Le systéme d’équations

y 2

2 a1 2nze = D2, (1)

9y ~ —— 32
- 2myz = @?,

@ -y - 2pey = ¢,
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a 6été étudié par différents auteurs dans des cas particuliers; voir, par
exemple, Desboves, Questions d’algebre élémentaire, 1873, pages 291
et suivantes; 1878, pages 353 ct suivantes; et Barbarin, Revue de
Mathématiques spéciales, 1892, pages 317 et suivantes.

11 a évidemment pour origine des problémes de géométrie dont on
a ¢té amené a géndraliser la solution, soit dans Despace euclidien,
soit dans V’espace non euclidien, comme il sera facile de le voir.

Nous allons démontrer d’abord que la recherche purement algébri-
que des valeurs de x, y et 2 ne dépend que d’une équation du 3°degré;
puis nous examinerous quelques cas particuliers intéressants.

I. METHODE GENERALE. — Posons
x=2X et Yy = ZY;
les équations (1) deviennent

_VbibraY  XepibmX | XV R nNY o
— —= — ’ -~

1

®

2 a’ b* c?

on est ainsi ramené au calcul de X et de Y, ¢’est a dire, a la résolution
du systeme d’équations nouvelles

X Y) =X — 0Y? -+ 202X — 2mb*Y +a* — =0

LXK Y)=(a*— b+ ¢) X2+ 2p (¢ — 1*) XY - (3)
4+ (@* — b* — ¢*) Y? - 2ne*X — 2merY = 0.

Si nous ajoutons ala deuxieme les termes de la premiere multipliés
par A, et si nous posons, pour abréger,

A=w14+n—bte, B=p@—b), C=a—b1-+n—c,
D =mn (¢* -} a*}n), E=—m(c* 4 b*1), F=(a*— %)),

< i ~ ‘\ d i i ad i ()‘ '
pour la valeur réelle de %, racine de I’équation du 3° degré

A B D
A=|B ¢ E| =0, (4)
D E F

I’équation
S (X Y) (X, Y)=0

se ramene a la forme

(68X + BY 1) @X - FY 4 ¥) =0.

.
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Par conséquent on a, en définitive, X et Y en associant chacun
de ces derniers facteurs linéaires ¢galé & zéro avec 'une des équa-
tions (3), par exemple la premiere qui est la plus simple. Cela donne
quatre systémes de valeurs pour X et Y, done aussi quatre valeurs
de 22, en vertu des équations (2); il en résulte, par conséquent, huit
systemes de valeurs pour x, y et 2, deux a deux opposés.

On peut remarquer que les équations (1) sont celles de trois cylin-
dres paralléles aux axes de coordonnées et ayant lorigine comme
centre commun; leurs huit points communs sont aussi deux a deux
OpPOsEs.

I1. CAs DE m =n=p = 0. — La solution, tout élémentaire, est
donnée par les formules
ite—a

2

;I?‘:——‘) ’

&
e
l:: ]
4 2

a* b —e¢?
B
-

I

o

?

que l'on retrouve aisément dans 'application de la méthode générale,
car I’équation (4) admet ici la racine zéro, et 'équation (5) n’est autre
que la suivante

/ 5 > /7. 3 x| [i/ s 2 2\ 9 S\ |
fa* =042 X+ 4-c*—a* Y | U @—b-+ e X — b +c—a? YJ — ("
On en déduit naturellement les valeurs

L I e — a2

== F 23 & 5l
a4 — ¢t

¢ ar— b
)
a:__[_bz_cg

qui ramenent bien a celles de a2, y* et 2* éerites plus haut.
Ces valeurs sont réelles quand on a simultanément les inégalités

ple=e, ctae=l,  ethr=e
qui, a, b, ¢, étant positifs, entrainent que a, b, ¢ peuvent mesurer les
cOtés d’un triangle qui n’a que des angles aigus. Relativement a ce
triangle, la résolution du systéme proposé fait connaitre, en géométrie
cuclidienne, les longueurs des arétes du triedre trirectangle OABC
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aboutissant a ses trois sommets. Dans ce cas, le point O est aussi le
point commun a trois sphéres ayant pour diamétres les trois cotés du
triangle, et sa projection sur le plan ABC est, ainsi qu’on le sait,
Torthocentre du triangle, ¢’est a dire, le centre radical des circonfc-
rences de grand cercle situées sur le plan.

Or, il est trés remarquable que cette derniere interprétation du
systeme (1) peut s’appliquer aussi a la géométrie non euclidienne. Si,
en effet, on considere trois spheres de espace riemannien ayant pour
diametres les ¢o6tés d’un triangle ABC et se coupant au point com-
mun O, on a

.. 0B ., 00 . . BC
sin® -} sin? = gin? ’
D] [5) ¥ 0
2 2 2

par conséquent a, b et ¢ représentant les sinus des demi-cotés du tri-
angle, tandis que @, y et z sont ceux des demi-distances du point O 2
ses sommets. La projection de O sur le plan ABC se trouve, dans ce
cas, non pas a Porthocentre, mais au point de recontre des trois per-
pendiculaires menées de chacun des sommets du triangle sur la droite
joignant les milieux des deux cotés aboutissant & ce sommet; on voif,
du reste, que cette perpendiculaire est identique a Paxe radical de
deux des circonférences du grand cerele.

S’il s’agissait de Pespace de Lobatchefsky-Bolyai, il n’y aurait qu’a
remplacer, dans ce qui précede, les sinus circulaires par les sinus
hyperboliques.

III. CAS DE m = cos a, » = cos 3, p = cos y. — L’équation

y? - 22 - 2myzs = @®

exprime, en géométrie enclidienne, que y et z sont les cotés dun tri-
angle enfermant 'angle = — z, et ol le troisieme coté est d¢gal & a.
y Or, nous allons voir qu’en géométrie g¢é-
® nérale, quelque chose de semblable peut
I‘ étre formulé. Soit, en effet, le triangle
ABC ou I'angle BAC égale = — «; le ra-
yon oA du cercle circonserit détermine
O les deux angles

54 ¢ Biow=u, wAC =7 (fig. 1)

tels que

y L 2y pres &
Fignre 1 UW-T- V=7 — %
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Mais on a

sin® » = cos® u - €0s* v - 2 €08 a COS U COS v,

avee (en géométrie riemannienne, par exemple)

AB AC
tg e tg wA cos u, tg — =tgwA cosv;
done si 'on pose
AB § AC
g5 =1, g—5=2

il vient
y* - 2* 4 2y2 cos x =1tg* wA . sin? 4.

Dailleurs, appelons » angle o BC égal & wCB; comme

il vient finalement
BC sin*a
€ y
2  cos*o

y? -+ 2! 4 2yz cos o = tg?

et 'on peut désigner le second membre par a®.

Le systeme des équations (1) est, par conséquent, susceptible, dans
toute forme d’espace, d’interprétations géométriques analogues. Mais
pour des valeurs quelconques de z, % et v, ¢’est a dire, de m, n et p, sa
résolution ne releve que de la méthode générale expliquée au § I.

Nous allons exposer des cas ou elle se simplifie beaucoup.

a’ b* ¢? . .
IV. CAs ovu - = - — - =A%, : DESIGNANT - 1.
1—m* 1—n* 1—p° =

0

— 1° Envisageons d’abord 1'hypotheése : = 1. Les nombres m, n et p
de valeur absolue inférieure & 1, peuvent étre pris, respectivement,
pour cosinus de trois angles aigus ou obtus «, et ~. Il en résulte

. @* - b2 4 ¢

e m* 02+ p)

et
=7 s8ina, b= isinf, c=7Jsinvy.

Les équations (1) peuvent alors se résoudre par

2 =>xcos X, y==hrcosY, Z2=1C0s 2,

AN. ACAD. CIENC. EXACT. — T. 1 24
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moyennant

'a i l'l
Y4 Zta=x oo X=o—LTI75

) = y+a—p
Z4+X+p=m, ou Y:——i-——'y

. gy T_atd—xy
X+Y+ty=m, ou Z = 5 g .
-
Dot les résultats
2} P 0 2 A
- . BTy —a . el 42— [ & ., Eo Pty
&= hsin’ }_A‘ ) y =7sin @-, g==xsin 2 TEY,
2 2 2
2° Soit maintenant : = — 1; m, n et p sont, en valeur absolue, supé-

rieurs a 1, avec des signes variables.
Quand m, n et p sont positifs, on détermine trois arguments hyper-
boliques par les équations

m = ch a, n=ch j, p=chy,
d’ott
a =7 8h gz, b="sh g, c="hsh~,
avec
e a? + b2 __*_ ¢

m* - n* - p* — 3
En ce cas,

B
Tx—3

~
) y="nsh——7F— 2=0hs
-

Bt y—2

e

#=—=1\ 8h

Lo

donnent encore une solution du systéme (1). Les autres combinaisons
de signe de m, n et p se traiteront de fagon analogue.

V. PROBLEME DE MALFATTI. — Le probléme de Malfatti rentre
dans le 1° du § I'V lorsque z, 3 et v sont les angles d’une certaine
direction de I’espace avec trois axes rectangulaires; on a alors

m: 4w 4 p*=1, N—m——

Ce probleme consiste, comme ’on sait, & déterminer trois cercles
deux a deux tangents et dont chacun touche deux cotés du triangle
donné ABC. Soient a, I’ et ¢’ les cotés et A, B, C les angles de ce
triangle. Supposons que les cercles inconnus aient pour rayons res-
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pectifs 14, 1y et r.. On a évidemment sur la figure aisée a construire

a
R} 1

B —
rp COtg — — 2)rpre + rocotg - =d/,
- -

et deux équations de méme forme. En posant

A : B . C
Fq COTE 5 =& ry, cotg 5= re. cote
- -

-

B . B _C O, A A /| A B

m~l/t§, ) n—-l/to = tg p:l/tg‘—l tg —
et remplacant «, I’ et ¢/ par a?, b* et ¢*, ¢’est précisément le syste-
me (1) qu’il faut résoudre dans les conditions précitées; on a alors,

2L étant le périmetre du triangle,

) N —_—y
re=DLtg = sn ki s

2 2

B o

28 I ¢

r, = Ltg—sin?* ;
S9" 2

O atf=y

T F . eI ‘.
;cﬁLtgzsm 5

Desboves donne explicitement les valeurs des inconnues «, y et 2
en fonction des coefficients du systeme (1) (Questions d’algébre, page
361), par exemple,

(1 — mnp) (@* - b* - ¢*) - 2 (pbe — mab — nac)
)

/r‘l —_—

mais il est extrémement remarquable que cet auteur, qui cependant
mentionne dans ses Questions de géométrie, 1875, pages 363 et sui-
rantes, la construction du probleme de Malfatti donnée par Hart
(Quaterly Journal, tome 1, page 219), d’aprés Mannheim et Steiner,
ne fasse auncune allusion au rapprochement signalé plus haut entre
¢e probleme et la résolution du systeme (1).

VI. CAS OU m = n=p. — Posons a* |- b* -I- ¢* = 2d*, et prenons
I I ’
comme premiéres inconnues auxiliaires

rdyte=u, aytyetw=r
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les équations (1) se transforment en
U (y -:_ 2) _:‘ (27” — l) Yz = a* _l‘ v,

w(z - )+ (2m—1)ze =10 - v, (1)

I
w(w y) 4 (@m— oy =c* |-v,
avec
w - (m—2)v=4d".
Supposons d’abord m ==2. Posons, pour abréger, 2m — 1 étant
inégal a zéro,
a>—-(m--1)v=2m—1)t
il en résulte, si m - 1 est aussi == 0,

2m — 1 :
W= ———7I[d>*-- (2 —m)t
m _I_ l [ 1 ( ) |7

(2m—1)t—a*

e m—1 (6)

Ceci posé, éliminant 2 entre les deux premieres équations (17), on a

ua® - (2m — 1) (@* 4 t) e = ub* - (2m — 1) (b* 4 ¢t) y;

désignons donc la valeur commune des deux membres par «c; par rai-
son de symétrie, x, y et 2 sont exprimés en fonction de w et de ¢ par

les formules

- 0 — T w— b*u
Tem—N@ Lt YT em—1( 0
w— c*u

T 2m—1)(c* 1)

I1 ne reste done plus qu’a déterminer w0 en fonction de ¢, et a calculer
cette derniere variable pour que le probléme soit entierement résolu.

4 - 1
Pour cela, désignons por ¥ en abrégé la somme E —— et portons

|
at -t
les valeurs de @, y et 2 précédentes dans u, nous en déduisons
2 (m 1) _
== E—:t, (7)

ce qui donne les valeurs nouvelles de x, y et 2
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Substituons les, finalement, dans une des équations (1’) pour obtenir
I’équation cherchée

Fy=(@ -+t —4m-+1)[d - (2—m)t]=0. (9)

Chaque racine de cette équation du quatrieme degré en ¢ donne
deux valeurs opposées pour u, x, y et z.

11 faut maintenant revenir sur les valeurs numériques de m mises
de ¢Ot¢ au début de ce paragraphe.

Quand m = — 1, les équations (1), par extraction de racines ca-
rrées, se rameénent au premier degré; lenr systeme est impossible ou
indéterminé selon que « -~ b - ¢ est différent de zéro ou nul.

Lorsque m =2, on a, simplement, « =+ d, et le caleul s’acheve
comme plus haut.

1 . : .
Enfin lorsque m =, on tire facilement des ¢équations (1)
-

Que = b* + ¢ — a* 4~ v,
qui multipliées deux a deux, et ajoutées par produits, donnent

4wty = 3v* -} 4d?v | 1677, (10)
en posant
Y0+ ¢ — @) (@ 4 — b)) =16T" (10"

On en déduit aisément

16
3

exigeant que T* soit positif, ¢’est a dire, que «, b et ¢ soient les ¢otés
d’un triangle d’aire égale & T'; ensuite on a

wt=d* 4 2T|3

d’out finalement «, y et 2. (Voir Bardey, Equations de 2° degré, et Des-
boves, ouvrage cité, page 354.)
EMPLOI DE COEFFICIENTS INDETERMINES

VII. PREMIER CAS PARTICULIER. — Multiplions les équations (1)
par les fractions indéterminées

N: P — M* P M — N _ MNP
*=""oxpm  'T  2PMNX 7 2MNP
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et ajoutons les produits, cela donne

1 1
VMND (Max 4Ny - Pz)* - 2 <m;L — M) y2 = pa* - 9b* |- pcd. (11)

Cherchons & déterminer M, N et P de facon a avoir a la fois

1 i 1
my, —— =0 w — — =20, ps—— —==0.
S TR N PPTP
Cela est possible d’une infinité de manieres quand m, n et p, de
valeur absolue plus grande que 1, vérifient la relation générale

1 1
m* - on

= (11 bis)

|

mnp

Alors les angles A, B, C, déterminés par

i i 1
COS A —— cos B—=—, cos C =
m n P

ont pour somme (2¢ - 1) =, et on a
M = Ksin A, N = Ksin B, P =Ksin C,
= }14{ cotg A, Y= 11—{ cotg B, pi= % cotg C,
K étant arbitraire. I’équation (11) devient alors
(¢sin A 4y sin B -}~ 2sin C)? =
= sin A sin B sin C (a* cotg A —+- b* cotg B - ¢* cotg C),
et se ramene a la forme
xsin A +-ysin B 4 2sin C =+ H.

I’élimination de z entre cette derniere et I'une des équations (1)
améne finalement a résoudre deux équations du second degré en
et y. Les huit points communs aux trois cylindres que représentent
les équations (1) sont alors placés quatre par quatre dans deux plans
paralleles équidistants de 'origine et qui se confondent pour H = 0.

VIII. DEUXIEME CAS PARTICULIER. — Admettons que m, n et p
soient, en valeur absolue, moindres que 1, et par conséquent égaux
aux cosinus de trois angles inférieurs a 2,—, soient A, B et C.
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Des équations (1) déduisons, par un calcul convenable, I’'équation

fa2 —2m-1)yz+b* —2(n -+ 1)zx+fer —2(p - 1)ay=0,
dans laquelle, apres avoir fait disparaitre les radicaux, on pose
a4 b4 ¢=2s,
ce qui donne I’équation nouvelle

(yz sin A |- zz sin B - @y sin C)* - 2xyz (M'x - N’y -|- P'2) =
=4s(s—a)(s—D)(s —e¢), (12)
M/, N’ et P’ ayant des valeurs évidentes.
Cherchons a déterminer M, N et P de I"équation (11) de facon a
avoir a la fois

1 : 1 o 1 O
Tt — ¢ = — Sin A, w — = —sin B, pp—p=—sin C,

et
M’'= KM, N — KN, P =KD,
On reconnaitra que ceci peut avoir lieu d’une infinité de manieres

quand
m? —-n -+ p* - 2map =1, (1L ter)

¢’est a dire quand
A+B+-C=2i-}-1)=
en faisant

M =sin A, N —gin B, P=sinC
p.= cotg A, v = cotg B, c = cotg C;

{
il en résulte M’ = N’ = P’ = 0. Par conséquent, si nous prenons pour
inconnues auxiliaires les expressions
zsin A 4+ ysin B 4 2sin C =u,
yz sin A - ze sin B - wy sin C =1,
les équations (11) et (12) deviennent, respectivement

1w
sin A sin B sin C

v =4s(s —a)(s — b) (s — ¢), (129

— 20 =a* cotg A - b* cotg B |- ¢* cotg C. (11)

et font connaitre les valeurs de v et w. La valeur de » est réelle quand
a, b et esont les cotés d’un triangle, et si T est la mesure de son aire,

ve=-- 2T,
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et & chaque valeur de ¢ répondent deux valeurs de v aussi réelles, car
w* = sin A sin B sin C |a* cotg A - D* cotg B - ¢ cotg C 4 47,
11 reste a calculer x, y et = en fonction de w et ». Eliminons « entre
les formules définissant « et v, nous avons

@ sin B sin C -~ v sin A = u (¢ sin B -}- ¥ sin C),

ainsi que deux équations analogues obtenues par y et z; si, enfin, on
résout ces dernieres, on parvient a

Qux = (b* - ¢* — a*) sin A |+ 2vcos A,
2uy = (¢* -+ «* — b*) sin B 4- 2v cos B, (13)
2uz = (a* 4 ¢ — 0*) sin C 4 2v cos C,
qui conduisent au résultat désiré.
Nous allons les transformer d’une fa¢on remarquable. Appelons

pour cela A’, B’ et (' les angles du triangle T. Dans I'hypothese
A + B+ C ==, répondant a ¢ =0, on a

b - ¢* — a* = 2bc cos A’ et v = besin A/,
done
wie = be sin (A 4 AY),
et, par suite,

be “t ) b .
.z'zq—:sin(A—_}:A’), Y :%‘sin(liil}’), z:-(;—bsm (C4 ). (14)

Si on supposait au contraire i =1, A, B et C seraient chacun aug-
mentés de =, ce qui fait que wx, y et z n’auraient que changé de signe.

Figure 2

Les formules (14) se traduisent par Pintéressante construetion géo-
métrique que voici (fig. 2 et 3).
Sur les cotés du triangle A’B’C’ ou T, construisons des triangles
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ADB'C, BC'A’, CA’B’ directement semblables entre eux et tels que
les angles B’AC/, (/BA’ et A’CB’ soient, respectivement, égaux a A,
Bet C. Il y a deux fagons de faire, le dessin suivant que ces triangles
sont tournes vers 'extérieur de 'I'; mais, dans les deux cas, les lignes
AA’, BB’ et CC’ convergent au méme point o, qui est aussi le point
commun a trois segments capables de = — A, = — B et = — C ou de
A, B et = — C déerits sur a, b et ¢, respectivement. Alors wA’, wB’ et
w(’ sont, respectivement, r, y et z.

()}

)

Figure 3

Les similitudes de triangles dans la figure (2) donnent en effet

wA’ wb’ wC’
besin (A -~ A’) easin (BB  absin(C )

7

puis

AA’sin A =BB/sin B=C(CC'sinC=0A’sin A-}-wB’sin B -}- wC’sinC.

Soit » la valeur de cette expression; la valeur commune de trois rap-
ports est
u
Shesin (A - A)sin A’
2 besimm (A - A’) sin £




et comme
2w sin A’C'w wA

= 7

»8in (A - AY) = BB’sin A’C'ox = =1
(A ) ’ B sin B 3

1 ;
— est aussi la valeur commune des mémes rapports.
w

Infin, le triangle AA’B’ donne

AA” =A'B? - B'A*— 2AB’ X B’A’ cos (B - B

sin A sin Bsin © 7 o
= e [((2 (:OtP' A _{_])2 (Z()tg B _11_ e (.'Otg ¢ _1_ 4"1‘1 s -
sin? A —

les valeurs de u, @, y et 2z résultant de la figure sont conformes i
celles du caleul. Le méme rapprochement sera fait sur la figure 3. Si
'on pose

u

<
't 3 = P 1 ‘zl{’
sin A sin B sin C

on sait que R est la rayon du cercle circonserit au triangle maximum
ayant A, B et C pour angles, et dout les cotés passent par A/, B’ et (.
Le raisonnement fait voir aisément que les cotés de ce triangle maxi-
mum sont perpendiculaires a wA’, wB’ et w7, fait confirmé parle calcul.
. , 1
I’exemple du paragraphe VI:m=n=p = rentre dans les cal-
3

culs précédents, car A =B =C=_, et les triangles semblables

e

construits sur a, b et ¢ sont équilatéraux.

IX. GENERALISATION D'UN THEOREME DE STEINER. — Ni d’un
point M pris dans le plan d’un triangle ABC on méne des obliques incli-
nées de Uangle 6 et dans le méme sens, limitées aux cotés de ce triangle
en Ay B et O, Paire du triangle A'B'C’ est proportionnelle a la puis-
sance duw point M par rapport au cercle civconserit ¢ ABC.

Soit R le rayon du cercle, T I"aire du triangle A’B’C’; on a, ’apres
les caleuls du paragraphe VIII

sin® 0 3 q
Rr=—"————— YB(C"cotg A 44T

1L

4 sin A sin B sin C -
mais O étant le centre du cercle,

e MA:®sin 2A
YO eotg A = ———————— —
2s8in® 0
(R* 4~ OM:)sin2A  2R.OMsin 2A cos AOM
2sin? 6 ) 2 8in?H d
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et comme Y sin 2A = 4 sin A sin B sin C,
Y sin 2A cos AOM =0,

on en déduit I'égalité

sin A sin BsinC
Pk —— (B — W)
2sin*0
qui prouve le théoreme énoncé. Quand T = constante, la point M
décrit un cercle concentrique a O. Lorsque I =0, on a OM — R et
on retrouve le théoréme de Simson.

X, EMPLOI DES FONCTIONS HYPERBOLIQUES. — Les relations
(11 bis) et (11 ter) du paragraphe VII peuvent admettre d’autres solu-
tions que celles qui ont ¢té précédemment indiquées.

En effet, avec des nombres m, n, p de valeur absolue plus petite
que 1, la relation (11 bis) est vérifiée par

1 1 1
—=—=¢ch A, —=—ch B, —=—2c¢h(,
m n P
si A, B et C sont trois arguments hyperboliques de somme nulle. 11
en résulte alors

M =Ksh A, N=KshB, P=Ksh(,

1 1 1

PTTRmaA T T KmB 0 fFT T RKmO
K étant arbitraire.
De ce fait, 'équation (11) prend la forme
. N Wil b e
(esh A-l-yshB-|2z2sh(C)=—shAshBshC (tin;\ 1= B -1 {l;(‘:)
et on en tire
zshA-|-yshB-4|2shC=+4H

pour achever les calculs comme dans le paragraphe VII.
Pour la relation (11 ter) ot m, n et p sont de valeur absolue plus
’ 1
gorande que 1, il faut prendre A - B -|- C =0, et

m——ch A, n——ch B, p=—ch(,
M=sh A, N =shB, P=3shC,
1 1 1

1, =

PETRA T e fT e

— e
0 =—
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I7équation (12) devient alors, M/, N’ et P’ étant nuls,
(yzsh A —-zzsh B+ weyshC) = —4ds(s — a) (s — D) (s — ¢).

Par suite, si 'on prend encore deux inconnues auxiliaires conve-
nables u et v analogues a celles du paragraphe VIILI, on a, pour les
caleuler, les équations

w? a’ b* (b
P 1 ey (NG O | AT
sh AshBshC ' (th A'"thB ' th U)

ve=—dss—a)(s—0b) (s —¢)

v n’est alors réel que quand, des trois nombres positifs «, b, ¢, un est
supérieur a la somme des deux autres; mais on peut choisin A, B et
C, qui ne sont pas de méme signe, en sorte que la valeur de «* soit
positive; done v est réel.

Si Pon reprend les caleuls du paragraphe VIII on trouve, pour dé-
terminer @, y et 2 les formules (13) ot sh A, sh B et sh C remplacent
sin A, sin B et sin C, tandis que cos A, cos B et cos C sont remplacés
par —c¢h A, — ch B et ch C.

Or, dans Phypotheése a > b -} ¢, on sait caleuler trois arguments
hyperboliques A/, B’ ¢t €’ par les équations

b ¢ — a* = — 2be ch A,

a* -+ ¢ — b =2acch B,

a* -0 — ¢ = 2ab ch (';
d’ou
v=-4besh A’= -+ acsh B'=-4 absh C,

et il en résulte

be ac _ ab =
= — —sh(A 4 A, y=-—sh(B D) #=—sh(C+ (),
u - w u
les signes supérieurs étant pris ensemble de méme que les signes
inférieurs.





